927. Exemples de preuve d’algorithme :
correction, terminaison.

Définition 1. Soit f: F — S. On dit qu’un algorithme A réalise la fonction f si
1. pour toute entrée e € E, A se termine (terminaison) ;

2. lorsque A se termine pour une entrée e € F, sa sortie s est telle que s = f(e)
(correction partielle).
1 Geénéralités
1.1 Correction partielle

Définition 2. On appelle invariant de boucle une assertion portant sur le contexte
d’une boucle qui est vraie & chaque passage.

Algorithme d’exponentiation rapide

procédure PUIssaANCE(a,n) > On note A et N = 7y ... 7> leurs valeurs initiales
p+1
tant que n > 0 faire
si n est impair alors
p—pXxa

> A Vétape k € [0,£], p = A" g = AN
Detn:ng...nkQ

a+axa
n <+ |n/2|

renvoyer p > A la sortie de la boucle, p = AN

Algorithme de calcul du PGCD

procédure PGCD(a,b) > Invariant : AANB |aet AANB|b
si b =0 alors > ou A et B sont les valeurs initiales respectives de a et b
renvoyer a
sinon
renvoyer PGCD(b, a mod b)

Développement 1. Soit u une suite & valeurs dans un ensemble fini. L’algorithme
du liévre et de la tortue détermine le rang r et la période T de la suite en temps
O(r + T) et en espace logarithmique.

1.2 Terminaison
Exemple 3. Un programme sans boucle tant que ni appel récursif termine.

Théoréme 4. Le probléme de 'arrét est indécidable.

Conjecture de Syracuse

procédure SYRACUSE(n)
tant que n > 1 faire
si n est pair alors
n <+ n/2
sinon
n+—3n+1
renvoyer 1

Définition 5. Une relation binaire < sur un ensemble E est dite bien fondée s’il
n’existe pas de suite infinie de F décroissante pour <. (F, <) est alors dit bien fondé.

Exemple 6. (N, <) est un ensemble bien fondé.
Application 7. L’algorithme d’exponentiation rapide termine.

Proposition 8. Une relation bien fondée est irréflexive, sa fermeture transitive est
bien fondée et sa fermeture transitive et réflexive est un ordre partiel.

Proposition 9. Si (E,<g) et (F,<p) sont des ensembles bien fondés alors
(E x F,<) est bien fondé avec < défini par (m,n) < (m’,n’) si et seulement si
m<gm ou(m=m'etn<pgn').

Exemple 10. (N2, <;.,) est un ensemble bien fondé.
Application 11. L’algorithme PGCD termine.

Développement 2. L’algorithme de Knuth-Morris-Pratt détermine les bords maxi-
maux d’une chaine de caractéres en temps et espace linéaire en la longueur de la
chaine.

2 Sémantique formelle

Définition 12. On dit qu’un énoncé {Pre} prog {Post} est valide ce qu’on note
E {Pre} prog {Post} si pour toute interprétation I :

Vs € [Pre];, s - prog # L = s - prog € [Post];.



Définition 13. Les axiomes et régles de déduction pour la logique de Hoare sont
les suivants.

{P}5{Q}, {QIT{R}
{PIE/V]} V « E{P} {P} S;T {R}
{ANAc}prog {A}
{A} tant que c faire prog {A A —c¢}
{A} prog {B} {4’} prog {B'}
{ANA"} prog {BA B’}

« P non modifiée par prog »
{P} prog {P}
{AAc} prog {B} {AA—c}prog’ {B}
{A} si c alors prog sinon prog’ {B}
F(A=A4") {A}prog{B'} | (B = B)
{A} prog {B}

Algorithme d’Euclide étendu

procédure BEzZoOUT(a, b)

> On note A et B les valeurs initiales de a et b
{b>=0Na=ANb= B} >et A=AAB
u, v, x,y < 1,0,0,1 >{dn} ={3k,k =2 1ANk<nAn=kd}
{b>0ANAu+ Bv=aA Ax + By = bA Ala A Alb}
tant que b # 0 faire
{b>0ANAu+ Bv=aA Az + By =bA Ala AN A|b}
q,” = |a/b],a mod b
{b>0NAu+Bv=aNAz+By=bANa=qgb+rANAbANA|r}
m,n=1u—2xq,v — Yyq
{b>0NAz+By=bANAm+ Bn=r ANA|bAAlr}
a,b,u,v,x,y < b,r,x,y,m,n
{b>0ANAu+ Bv=aA Ax + By =bA Ala A Alb}
{b=0ANAu+ Bv=aAAlaNA|b} E‘{(I,:A/\AquBv:A}‘
renvoyer a,u, v

Proposition 14. Ce systéme de déduction est cohérent et incomplet.

Développements Reéférences

Algorithme de Knuth-Morris-Pratt Cormen (et un peu Demazure aussi)
Algorithme du liévre et de la tortue Winskel
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Algorithme du liévre et de la tortue

procédure FLOYD(ug, f)

licvre < f(f(uo))

tortue < f(up)

tant que lievre # tortue faire
licvre < f(f(licvre))
tortue < f(tortue)

tortue < f(tortue)

T+1

tant que licvre # tortue faire
tortue + f(tortue)
T+T+1

lievre < uyg

r <0

tant que lievre # tortue faire
licvre < f(lievre)
tortue < f(tortue)
r<r+1

renvoyer 1, r

Algorithme de Knuth-Morris-Pratt

procédure KMP(s)
(Lo, ..., 0n) < (0,...,0)
pour i =1,...,n faire
k<i—1
tant que s, # s,_1 et k > 0 faire
k %—gk
si sy, = s;_1 alors
by 0 +1
sinon
£i+—0

renvoyer (¢;)o<i<n

> s est de longueur n et s =s¢ - - -

Sp—1




