221. Equations différentielles linéaires,
systémes d’équations différentielles linéaires.
Exemples et applications.

Dans tout ce qui suit, K désigne le corps R ou C, I un intervalle de R.

1 Généralités
1.1 Deéfinition

Définition 1. Soit p € N*. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre p toute
équation sur K" de la forme

VP = A, ;()YP™D 4+ Ag(t)Y + B(t) (E)

ot (Ag)ogk<p sont des fonctions continues de I dans M,,(K) et B est une fonction
continue de I dans K".

Remarque 2. Lorsque B =0, (E) est dite homogéne.

Remarque 3. On peut ramener toute équation différentielle linéaire d’ordre p a
une équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

Y 0 I, 0 Y 0

d Y’ : .. - Y’ :

— : = : . : + :

dt : I : 0
y(p-1) Ag(t) -+ oo Ap_q(t) y (-1 B(t)

1.2 Structure de ’ensemble des solutions

Théoréme 4 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Soit une équation différentielle linéaire :
Y' = A@)Y + B(t) (L)

ot A: I — My(K) et B:I — K" sont continues. On note '’ensemble de ses
solutions Sy,. Alors pour tout tg € I et Xy € K", il existe une unique solution V' de
(L) définie sur I tout entier, telle que V (tg) = Xo.

Corollaire 5. On note Sy l’ensemble des solutions de 1’équation différentielle li-
néaire homogéne

Y = A(t)Y. (H)

SH—> K™

Alors pour tout tg € I, my,, : Voo Vit
0

) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme 6. Sy est un sous-espace vectoriel de dimension n de C!(I1,K").

Développement 1. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension n de C(R,C)
stable par les translations (7, : f — (z — f(z + a)))scr. Alors F est Pensemble des
solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n.

Remarque 7. Soit V une solution de (E). Quand V décrit Sy, Vo + V décrit Sy,.
Corollaire 8. Sy, est un espace affine de dimension n.
Remarque 9. Sg est un espace affine de dimension np.

Définition 10. Soient Y7,...,Y, € K™ des solutions de (L). On appelle wronskien
Vapplication wy, ...y, : t — det(Y1(¢),..., Y, (¢)).

Proposition 11. Le rang de Yy (¢),...,Y,(t) ne dépend pas de t.

Corollaire 12. Y7,....,Y,, est une base de Sy si et seulement si
Ity € I, Wy, v, (to) # 0.

Dans ce cas Wy, ..y, ne s’annulera jamais.

Proposition 13 (Formule de Liouville). Soit ¢g € I.

t
YYi,....Y, € Sy, Vt e I, Wy, v, (t) = Wy, v, (to) exp (/ TrA(u)du.>

to

2 Reésolution effective pour des coefficients constants

On désigne par A une matrice de M,,(K).

Définition 14. On note :

+oo
An
A _ il
A=A
k=0
Exemple 15. Si N est une matrice nilpotente, e’V = Z:o JZ—'k

Exemple 16. Si A est diagonalisable (A = PAP™1), alors e = Pe®P~L.
Exemple 17. Si A est le bloc de Jordan de taille p,

A1 (0) =
c. . c. A t2
Jr= exp(tJy) = exp(t\) 7
IR | t
(0) A (0) 1



Proposition 18. Si A et B € M,,(K) commutent, eAT8 = e4eB.
Remarque 19. dete” = exp(Tr(A)).

Théoréme 20. L’équation différentielle linéaire homogéne a coefficients constants
Y' =AY (Hc)
a pour solution telle que Y (¢g) = Vp la fonction :
Vit eltmlo)Ay

Exemple 21. Si A est diagonalisable, si on note (Vi,...,V,,) une base de vec-
teurs propres de A de valeurs propres respectives (g, ..., \m), on obtient une base
(Y1,...Y,,) de Su, donnée par :

Yt MV Vie{l,...,m}

Proposition 22. Si A n’est pas diagonalisable, notons tout de méme Aq,...,\; € C
ses valeurs propres de multiplicités respectives myq,...,ms. On peut considérer sa
réduction de Jordan sur C, ce qui permet de déterminer que les solutions de (H¢)
ont la forme suivante (appelée quasi-polynome) :

ter Y Py(t)ett
j=1

ou P; est un polynéme pour tout j € {1,...,s} de degré au plus m; — 1.

Proposition 23 (Variation de la constante). On cherche une solution particu-
ligre sous la forme Y () = !4V (t). L'équation différentielle linéaire a coefficients
constants

Y' = AY + B(t) (Ly)

a pour solution telle que Y (¢9) = Vp la fonction :

¢
Y it etTtoAY, 4 / e =WAB(u)du.

to

Exemple 24. Mouvement d’une particule dans un champ électromagnétique.
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3 Linéarisation et stabilité

3.1 Linéarisation

Théoréme 25 (Hartman-Grobman, dit de linéarisation). Soit f : R™ — R™ une
fonction de classe C' possédant un zéro p. Soit A la matrice jacobienne de A au
point p. On suppose que : VA € Sp(A),Re(\) # 0. Alors il existe U voisinage de p,
V voisinage de 0 et un homéomorphisme h : U — V tel que h(p) = 0 qui envoie
bijectivement les solutions de 1’équation différentielle

V= f(Y) (Ep)
sur les solutions de I’équation différentielle linéaire homogéne

Y' = AY. (Lp)

3.2 Stabilité et petites perturbations

Définition 26. On considére ’équation suivante en dimension 1

v =) (En)

et on note y, sa solution maximale pour y,(tg) = z. On dit que y,, est stable 8’il
existe une boule fermée B = By (2o, 7) et une constante C' > 0 telles que

1. Vz € B, t — y.(t) est définie sur [tg, +o0[;

2. ¥z € BVt > to, |ga(t) — 40 (8)]| < ClJ2 — 20l
Si de plus il existe vy : [tg, +oo[— Ry continue avec lims_, 1o ¥(t) = 0 telle que :
Yz € B,Vt = to,||y.(t) — vz ()| < Y()||z — 20|l, Yz, est dite asymptotiquement
stable.
Proposition 27. Les solutions de I’équation Y’ = AY sont

1. asymptotiquement stables si seulement si VA € Sp(4),Re(A\) < 0;

2. stables si et seulement si YA € Sp(A4),Re(A) < 0 ou Re(A) = 0 et le bloc

correspondant est diagonalisable.

Définition 28. Soit ¢ty € R et r : [tg, +0o[xK™ — K™ une fonction continue. On
appelle petite perturbation d’un systéme linéaire ’étude du systéme :

Y' =AY +7(t,Y). (P)
Remarque 29. Si la partie linéaire est asymptotiquement stable et si la « pertur-

bation » r est suffisamment petite, en un sens a préciser, alors les solutions de (P)
sont encore asymptotiquement stables.

Développement 2 (Liapounov). On considére les équations (E,) et (L,) pour
n=1etp=0 (onadonc A=Df(0)). On suppose que : VA € Sp(4),Re(A) < 0.
Alors le point 0 est attractif pour (Eg) et (Lg), c’est-a-dire que pour tout = assez
voisin de 0, y(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini.



