123. Corps finis. Applications.

(ou pourquoi les polynémes cyclothymiques sont irrésistibles sur Q)

1 Structure des corps finis

1.1 Caractéristique

Définition 1. Soit K un corps quelconque. On appelle sous-corps premier de K le
plus petit sous-corps de K.

Définition 2. Le morphisme d’anneaux n +— n - 1 a pour noyau l’idéal premier
pZ. On appelle caractéristique de K le nombre p premier ou nul, noté car(K).

Remarque 3. Si car(K) = 0, K est infini et de sous-corps premier Q.

Remarque 4. Si K est fini, car(K) = p > 0 et son sous-corps premier est Z/pZ
aussi noté F,.

Remarque 5. La réciproque n’est pas vraie, F),(X) est un corps infini de caracté-
ristique p > 0.

Proposition 6. Si F' est un sous-corps de K alors K est un F-espace vectoriel.
Remarque 7. Si F C K sont deux corps finis et dimgp K = n alors |K| = |F|".
Application 8. Le cardinal d’un corps fini est un nombre primaire, c’est-a-dire une

puissance d’'un nombre premier.

1.2 Caractérisation

Définition 9. Soit P € K[X] un polynome irréductible. On appelle corps de rupture
de P sur K une extension L = K(«a) o P(a) = 0.

Théoréme 10. Il existe un corps de rupture de P sur K unique & isomorphisme
pres.

Définition 11. Soit P € K[X] un polyndéme. On appelle corps de décomposition de
P sur K la plus petite extension L de K ou P est scindé.

Théoréme 12. Il existe un corps de décomposition de P sur K unique & isomor-
phisme prés.

Définition 13 (Endomorphisme de Frobenius). Soit K un corps de caractéristique
p > 0. L’application  — zP est un morphisme d’anneaux.

Remarque 14. Si K est fini, c’est un automorphisme. Si K =F,, c’est Iidentité.

Théoréme 15. Soit p un nombre premier et k& un entier. On pose g = p”. II existe
un corps a ¢ éléments noté Fy, c’est le corps de décomposition de X9 — X sur F,.

Remarque 16. I, est unique & isomorphisme prés.
Application 17. Q € F,[X] & Q(X?) = (Q(X)).

Application 18. Les racines d’un polynome de F,[X] sont stables par 'application
x— xd.

Application 19. Soit P un polynéme irréductible sur F, de degré m et o une

racine de P. Alors m est le ph%s petit entier tel que o = a et P est associé a

(X —a)(X —aP)... (X —a?" ).

Application 20. Si P est un polynoéme irréductible sur F,, alors son corps de
rupture coincide avec son corps de décomposition.

Application 21. Deux polyndémes de méme degré irréductibles sur IF, ont le méme
corps de décomposition.

Définition 22. Un corps K est dit parfait si tous les polynomes irréductibles sur
K n’admettent que des racines simples.

Proposition 23. Tout corps fini est parfait.

Théoréme 24. Soit F; C F,m une extension de corps finis. L’application :

{ k sous-corps de Fym contenant F,

F, Ck CFym } —  {diviseurs de m}

— [k Fy]
est une bijection de réciproque :
d — {racines de X7 — X sur Fym}.

Corollaire 25. F,= a un unique sous-corps de cardinal q* o k divise m.

1.3 F

Théoréme 26. F; est un groupe cyclique d’ordre g — 1.

Application 27 (Caractérisation des carrés de F,). On suppose p > 2.
T € ]FZ2 s'T =1

Application 28. —1 € F? & ¢ =1 (mod 4).

Application 29. Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4m + 1.



2 Polynomes de F [X]

2.1 Cyclotomie
Définition 30. Soit n € N*. On appelle n-iéme polynéme cyclotomique le polynéme
®,,(X) défini par :

(I)n(X) — H (X _ e27rik/n).
kE(Z/nZ)*

Exemple 31. &g(X) = X2 - X + 1.

Remarque 32. deg ®,, = p(n).

Proposition 33. X" —1 =[], ®4(X).

Application 34 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.
Théoréme 35 (Gauss). Pour tout n € N*, ®@,, est irréductible sur Q.

Théoréme 36. Soit n un entier positif premier a ¢ et r l'ordre de ¢ dans (Z/nZ)*.
Alors @, se décompose sur F, en produit de polynémes unitaires irréductibles de
degré r, tous différents.

Corollaire 37. Si ¢ engendre (Z/nZ)*, ®,, est irréductible sur F,.

Corollaire 38. Sur Fy, ®,-_; est produit de polynémes unitaires irréductibles de
degré r, tous différents.

Exemple 39. ®; = 1+ X + ... + X est irréductible sur Q mais en tant que
polynéme de Fo[X] se factorise en (1 + X + X3)(1 + X2 + X3).

2.2 Irréductibilité

Application 40. Pour tout nombre premier p et tout entier n > 0, il existe un
polynéme irréductible de degré n dans F,,.
Exemple 41. X9 — X + 1 est irréductible sur F,.

Application 42. Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Théoréme 43. Soit A un anneau factoriel, K son corps de fractions et I un idéal
premier de A. On note B = A/I, c’est un sous-anneau intégre de A. Soit P € A[X]
et P sa réduction modulo I. Alors si deg, P = degg P et P est irréductible sur B,
alors P est irréductible sur K.

Proposition 44. X* + 1 est irréductible sur Q mais est réductible sur Fp.

Théoréme 45. Soit P € k[X] de degré n. P est irréductible sur k si et seulement
si P n’a pas de racines dans les extensions K de k vérifiant [K : k] < n/2.

Théoréme 46. Soit P € k[X] un polynéme irréductible de degré n et soit K une
extension de degré m ot m An = 1. Alors P est encore irréductible sur K.

2.3 Critéres algorithmiques

Proposition 47. Soit n € N*. X?" — X est le produit de tous les polynomes unitaires
irréductibles sur F,, de degré divisant n.

Corollaire 48. Soit m,(p) le nombre de polyndmes unitaires irréductibles de degré
n sur IF,,. Alors :

n __ ,ln/2]+1 n
n n
Application 49. Un polynéme unitaire de grand degré n choisi au hasard a environ
une chance sur n d’étre irréductible.

Application 50. P est irréductible sur I}, si et seulement si P divise X P X et
pour tout facteur premier ¢ de n, P est premier & X Pty

Application 51. Si P est un polynome irréductible de degré n sur Fp, F,[X]/(P)
est un corps a ¢ = p” éléments.

Exemple 52. F;, ~ Fo[X]/(X%2 + X +1).

Définition 53. P est dit sans facteurs multiples si les facteurs irréductibles de P
apparaissent tous avec multiplicité 1.

Proposition 54. P et P’ sont premiers entre eux si et seulement si P est sans
facteurs multiples.

Algorithme 55 (Berlekamp). Soit P un polynéme réductible de F,[X] sans facteurs
multiples et @ un polynéme non constant modulo P vérifiant QP = @Q (mod P).
Alors :

P=]] pecd(P,Q - )

a€cl,

est une décomposition non triviale de P.

Algorithme 56 (Berlekamp probabiliste). Soit P un polynoéme réductible de F,[X]
sans facteurs multiples et @) un polynéme non constant modulo P vérifiant QP = @
(mod P). Alors :

P = pged(P, Q) pged(P, Q7172 4 1) pged (P, Q172 — 1)
est une décomposition non triviale de P avec probabilité > 1/2.

Algorithme 57 (Cantor-Zassenhaus). Soit P un polynome réductible de F,[X].
Alors P, = pged(P, X?" — X) est produit de polynomes irréductibles de degré r
exactement et si ) est tiré aléatoirement parmi les polyndémes unitaires irréductibles
de degré < 2r, alors :

P, = pged(P, Q) pged(P, QP ~1/2 — 1) pged(P, QW ~1/2 4 1)

est une décomposition non triviale de P avec probabilité > 1/2.



3 Codes correcteurs

3.1 Codes linéaires cycliques

Définition 58. On appelle code linéaire sur Fy de parameétres (n, k, d) (de longueur
n, de dimension k) un sous-espace vectoriel C' de dimension k de Fy. On appelle
poids d’'un mot m € Fy le nombre de composantes non nulles de m. La distance
minimale d du code est donnée par :

d= min _w(m —m') = min w(m).
m,m’'eC meC

Exemple 59 (Code de Hamming de longueur 7, de parameétres (7, 4, 3)).

"/(a(), ai, ag, a3) = a0(1101000) + al(O].lO].OO) + CLQ(OO].lO].O) + 03(0001101)

~(0000) = (0000000) ~(1000) = (1101000)
~v(0100) = (0110100) ~(0010) = (0011010)
~(0001) = (0001101) ~(1100) = (1011100)
~v(1010) = (1110010) ~(1001) = (1100101)
~v(0110) = (0101110) ~(0101) = (0111001)
~v(0011) = (0010111) ~(1110) = (1000110)
~v(1101) = (1010001) ~(1011) = (1111111)
~v(0111) = (0100011) ~(1111) = (1001011)

Proposition 60. Si C est de distance minimale d, on peut détecter ’existence d’une
erreur e telle que w(e) < d et corriger une erreur telle que w(e) < d/2. Si 2t < d, le
code permet de corriger une erreur e telle que w(e) < ¢, il est dit ¢-correcteur.

Définition 61. On note B(m,t) la boule de rayon ¢ centrée en m :
B(m,t) = {m' € Fy,w(m —m') <t}.

C est t-correcteur si les ¢* boules sont deux a deux disjointes. C est dit parfait si
ces boules forment une partition de Fy.

Exemple 62. Le code de Hamming est parfait.
Proposition 63 (Borne de Singleton). d <n+1—k.

Définition 64. Un code linéaire C' est dit cyclique s’il est stable par tous les dé-
calages circulaires : si o est le décalage circulaire & droite sur Fy et m € C, alors

o(m) € C.

Définition 65. Pour tout mot m, il existe un plus petit code linéaire cyclique qui
le contient, on 'appelle le code cyclique engendré par m.

Proposition 66. A chaque vecteur m = (mg,...,m,_1) € [y on fait correspondre
le polynéme m(X) = mg + m1X + ... + mu_1 X"t € F,[X]. Alors o(m)(X) =
Xm(X) (mod X™ —1).

Proposition 67. Soit g(X) = ap + ... + an X" * (a,_x = 1) un diviseur uni-
taire de X™ — 1 dans F,[X] et m = (ao,...,an—k) le mot correspondant. Alors
(m,o(m),...,0¥"1(m)) est une base d'un code cyclique de dimension k. Récipro-
quement, tout code cyclique de longueur n s’obtient par cette construction.

Définition 68. On dit que g est le générateur du code cyclique C.

3.2 Classes cyclotomiques

Remarque 69. Soit I, un corps, K le corps de décomposition de X" — 1 sur F,.
X"—1 =[]y (X—a’) doncsi gs est un diviseur de X" —1 alors g = [];c5(X —a?).

Proposition 70. gs est a coefficients dans F, si et seulement si ¥ est stable par
multiplication par q.

Définition 71. Les parties stables minimales ¥; = {j,¢j,...,¢* 'j} ou s est I'ordre

de ¢ dans (Z/nZ)* sont appelées les classes cyclotomiques.

Code 72 (Hamming). On choisit ¢ = 2 et n = 2" — 1. Le code ayant pour générateur
le polynome correspondant & la classe cyclotomique ¥ = {1,2,...,2"71} est de
paramétres (27 —1,2" —r —1,3). Il est 1-correcteur et parfait.

Code 73 (Reed-Solomon). On choisit ¢ > 2, n =¢q—1, ktelque 1 <k < g—1
et o un générateur de F}. On pose g = [[{; - X —al) e F,[X]. Alors g est le
générateur d’un code cychque de paramétres (q —1,k,q—k).

Code 74 (BCH). On choisit n = ¢™ — 1, 6 un paramétre supplémentaire (distance
assignée) tel que 1 < & < ¢™ —1 et X la plus petite partie de Z/(¢™ — 1)Z contenant
{1,...,6 — 1} et stable par multiplication par ¢. On a |X| < m(d — 1),k > ¢™ —1—
m(d — 1) et la distance minimale de ce code est supérieure ou égale a J.

Code 75 (BCH binaire). On choisit g =2, n=2" -1, =2t + 1 tel que 1 < § <
2™ — 1 et ¥ la plus petite partie de Z/(2™ — 1)Z contenant {1,...,d — 1} et stable
par multiplication par 2. On a |X| < mt, la dimension k > 2™ — 1 —mt et la distance
minimale de ce code est impaire et supérieure ou égale a 9.
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